DCC638 - Introdugdo a Légica Computacional
2025.2

Demonstracdes: Deducao Natural

Area de Teoria DCC/UFMG

Demonstracdes: Dedugdo Natural 1/10



Deducao Natural

@ Anteriormente vimos como utilizar regras de inferéncias para deduzir novas
férmulas a partir de outras

@ Demonstragdes de uma conclus3o a partir de premissas é feito com sucessivas
deducdes até que se deduza a conclusdo esperada.

@ Um conjunto de regras de inferéncia estabelece um sistema dedutivo

@ Apresentaremos agora o sistema dedutivo de dedugdo natural

e Introduzido nos anos 30 por S. Jdskowski e por G. Gentzen
o Comumente se representa demonstragdes como drvores de derivacdo

o As folhas s3o as hipdteses e raiz a conclusdo
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Exemplo

(¢1)! (V1 — ¥2)? N
E
P2 (Y2 = (Y3 Aiha))? N
W3 N s A
Eq
3

E

@ Conclui-se a férmula 13 a partir das hipdteses 1, 2 e 3.

@ Todas as hipéteses sdo etiquetadas (algumas regras usardo essas etiquetas).
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Regras (do exemplo anterior)
o Regra — (eliminag3o da implicag3o)

Permite concluir 1) a partir de derivagbes de ¢ e de ¢ — .
Note que esta regra corresponde ao raciocinio de modus ponens.
Dy D
% =1
(4

e D; e D, correspondem as derivagdes que concluem ¢ e ¢ — 1,
respectivamente.

—E

o Esta é uma regra bindria, que toma duas premissas.

@ Regra Ag, (eliminacdo da conjuncdo a direita)

Permite concluir 1 a partir de uma derivagdo de 1 A 5.

D
©1 A\ P2
LIV A
P1 Ea

e Esta é uma regra undria, que toma apenas uma premissa.
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Mais regras

@ Regra Ag, (eliminacdo da conjungdo a esquerda)

Permite concluir 5 a partir de uma derivacdo de 1 A po.

D

P12
©2 NE.



Exemplo

o Esta é uma derivagdo da férmula 1 A o — 1 sem utilizar hipteses.

@ A regra —; 1 é uma regra que introduz uma hipdtese (com a etiqueta 1) e
depois a fecha.

@ A intuicdo é que uma vez que a hipdtese introduzida cumpre seu papel, ela é
eliminada e ndo pode ser usada em outras partes da demonstrac3o.

(o1 A p2)t
% NEq
S o S -1
Y1\ w2 = @1

@ Regra — , (introdugdo da implicagdo)

Permite obter uma derivacdo para ¢; — @, dada uma derivacdo de ¢, a
partir de um conjunto de hipéteses contendo, eventualmente, ;.

[1]”
D
P2
P1 — P2

I,n

Demonstracdes: Dedugdo Natural 6 / 10



Exemplo

(¢1)! (1 = (Y2 A93)? L ()" (1 = (Y2 A1p3)? L

P2 A3 A, P2 A3 A
P2 S U3 =11

1 — o 1 — Y3 A
(V1 = ¥2) A (Y1 — ¢s) i

(Y1 = (P2 Ath3)) = (b1 — 2) A (Y1 — ¢3))



Exemplo

(1)

(Y1 — (Y2 Aip3)? N (1) (Y1 = (Y2 Aip3)? .

2 Nap3 A, P2 A3 A g
wzi —1,1 7¢3 —1,1
1 — o 1 — Y3 A
(V1 = th2) A (Y1 — ¢3) S

)

(Y1 = (Y2 A3)) = (Y1 — Y2) A (Y1 — ¢3))

@ Regra A; (introdugdo da conjun¢do)

Dadas derivagoes para @1 e @5, podemos concluir o1 A @a.

D, D,

©1 ©2
—_— = A
1\ Y2 !
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Exemplo

(9)! (p = 1)?
Yy,

Y1V d—>/1
e WiVidn)

(o = 1) = (v = (V1 V)

—E




Exemplo

() (o = ¢1)?
(! v,
DV o
o — (Y1 V 1)
(o = 1) = (v = (V1 V)

—E

)

1,2

)

@ Regras v, e V,, (introdu¢3o da disjun¢do a direita/esquerda)

Dada a derivagdo de uma férmula ¢, podemos concluir ¢ V 1, para qualquer
1. Analogamente, podemos concluir ¥ V ¢

A lv)

Vi,

eV

e <

Vi

e

<
<
AS)

Demonstracdes: Dedugdo Natural 8 /10



Exemplo

(1 Apo)? A
(1 A th2) V (%1 A ¢5))}! U1 i 1
U IR

(1 Aab2) V (b1 Aab3)) =

(Y1 Ap3)? A

d
VE?23

1



Exemplo

(V1 Ah2) V (Y1 Ats))! h B £

1 1

(1 A2) V (1 AiP3)) = 91 7

VE23

@ Regra Vg p,.n, (eliminagdo da disjun¢do)

Esta regra apresenta um raciocinio por casos. Para uma disjuncdo ¢1 V 2
ser verdadeira, um dos dois entre @1, > deve ser verdadeiro.

Se tanto quanto ¢ é verdadeiro como quando , é verdadeiro conseguimos
derivar o mesmo 1), entdo v é derivavel de 1 V p3.

[a]™ [p2]™
D, D, D3
1V 2 Y Y
(0

\/57’717"2
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Outras regras
@ Regra —¢ (eliminagdo da negagdo)

a4 P

I

@ Regra -, (introdugdo da negagido)

[¢]"”
D

L
G

I,n
@ Regra 1, (demonstra¢do por reducio ao absurdo)

[—¢]”
D

1
% e
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