DCC638 - Introducdo a Légica Computacional
2025.2

Légica Proposicional: Semantica e Satisfatibilidade

Area de Teoria DCC/UFMG

Légica Proposicional: Semantica e Satisfatibilidade 1/16



Semantica



Semantica

@ A semantica de uma légica corresponde a como devemos interpretar as
afirmacoes feitas nela

@ Em légica proposicional, isto corresponde a como determinamos o valor de
verdade (T ou F) de uma férmula

@ Para isso, iremos considerar as tabelas de verdade de conectivos como
fungdes de verdade

@ Usaremos também uma valoracdo das varidveis proposicionais:

e Uma valoragdo V é uma atribuicdo de um valor de verdade a cada uma das
varidveis proposicionais

e Por exemplo, para uma férmula p V g, uma valoragdo V pode ser: V(p) =T,
V(q) =F.
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Semantica

e Dada uma valoragio V, definimos o valor de verdade de p em V, i.e., [¢]",

comao:
2kg =V(p)
[~el” =T sse [p]V =F
[pr Aga]Y =T see ([ea]Y =T e [w2]V =T)
o1 Vga]Y  =Tsse([¢r]Y = T ou [w2]V = T)

o1 ® 2]V =T sse [pa]¥ # [wa]¥
o1 — wz]]v =T sse ([[‘Pl]]v F ou [[902]]‘) T)
[pr < 2]V =T sse [ea]” = [2]¥

@ Note que V deve mapear todas as varidveis proposicionais de ¢ para um valor
de verdade.

@ Note que como os casos acima s3o definidos com um “sse”, quando o valor
de verdade n3o é “T", serd “F".
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Satisfatibilidade

o Um férmula ¢ é satisfativel quando existe uma valoracdo V tal que
v _
o] =T
o Se tal atribuicdo de valores n3o existe, a férmula é insatisfativel.

e O problema de determinar se uma férmula é satisfativel é chamado de
problema de satisfatibilidade (SAT).

@ Note que uma férmula é insatisfativel quando ela é uma contradic3o.
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Satisfatibilidade

@ A atribuicdo de valores as varidveis que torna a férmula verdadeira é
chamada de solug¢do do problema SAT em quest3o.

@ Para mostrar que uma express3o é satisfativel basta encontrar uma solug3o.

e Ja para mostrar insatisfatibilidade, temos que mostrar que ndo existe solucio.

o Podemos fazer isso usando tabelas da verdade, mas isto é trabalhoso.
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Satisfatibilidade
@ | Exemplo 1| Determine se cada uma das expressdes abaixo é satisfativel.

Q@ (pV—a)A(qVr)A(rV-p) Q@ (prag)A(geor)A(per)
Q@ (pvVagVr)A(=pV—qV-r)

Solucao.

Q (pPV-g)A(qgV-r)A(rV-p)é
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Satisfatibilidade
@ | Exemplo 1| Determine se cada uma das expressdes abaixo é satisfativel.

Q@ (pV—a)A(qVr)A(rV-p) Q@ (prag)A(geor)A(per)
Q@ (pvVagVr)A(=pV—qV-r)

Solucao.

Q (pV—q)A(qV—r)A(rV—p) é satisfativel: a valoragdo V tal que V(p) =T,
V(q) =T, V(r) = T é uma solugdo que torna a expressdo verdadeira.

Q@ (pvVgVr)A(-pV-gV-r)é
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Satisfatibilidade
@ | Exemplo 1| Determine se cada uma das expressdes abaixo é satisfativel.

Q@ (pV—a)A(qVr)A(rV-p) Q@ (prag)A(geor)A(per)
Q@ (pvVagVr)A(=pV—qV-r)

Solucao.

Q (pV—q)A(qV—r)A(rV—p) é satisfativel: a valoragdo V tal que V(p) =T,
V(q) =T, V(r) = T é uma solugdo que torna a expressdo verdadeira.

Q (pVagVr)A(—pV—qV —r) é satisfativel: a valoragdo V tal que V(p) =T,
V(q) = F, V(r) = F é uma solug3o que torna a expressdo verdadeira.

Q@ (peogn(ger)n(pdr)é
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Satisfatibilidade
@ | Exemplo 1| Determine se cada uma das expressdes abaixo é satisfativel.

Q@ (pV—a)A(qVr)A(rV-p) Q@ (prag)A(geor)A(per)
Q@ (pvVagVr)A(=pV—qV-r)

Solucao.
Q (pV—q)A(qV—r)A(rV—p) é satisfativel: a valoragdo V tal que V(p) =T,
V(q) =T, V(r) = T é uma solugdo que torna a expressdo verdadeira.

Q (pVagVr)A(—pV—qV —r) é satisfativel: a valoragdo V tal que V(p) =T,
V(q) = F, V(r) = F é uma solug3o que torna a expressdo verdadeira.

Q (P qg)A(q<>r)A(p®r) é instatisfazivel: uma tabela da verdade mostra
que nenhuma atribuic3o de valores a p, g, r torna a expressdo verdadeira.

Ou: note que a férmula n3o tem solu¢do porque ela exige que p e g tenham o
mesmo valor de verdade (p <+ g), assim como g e r (¢ <> r), mas também
exige que p e r tenham valores diferentes (p @ r), o que é absurdo.
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Satisfatibilidade: AplicacGes

@ Muitos problemas em ciéncia da computacdo (robdtica, inteligéncia artificial,
visdo computacional, ...) e em outras dreas (genética, planejamento de
cronogramas, ...) podem ser modelados como problemas de satisfatibilidade.

@ |Exemplo 2| O problema da n rainhas. O problema consiste em posicionar

n rainhas em um tabuleiro de xadrez de tamanho n x n sem que nenhuma
rainha possa “atacar” outra rainha.

W

Isso quer dizer que n3o pode haver duas rai- Wy
nhas posicionadas em uma mesma linha, em Wy
uma mesma coluna, ou em uma mesma dia- Wy

gonal. w

Por exemplo, uma solugdo para o problema W
quando hd n = 8 rainhas é dada ao lado. Wy
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Satisfatibilidade: AplicacGes

@ | Exemplo 2| (Continuaco)

Podemos modelar o problema das n rainhas como um problema de
satisfatibilidade como a seguir.

2

Sejam n® varidveis p; j, com

e i=1,2...,n e j=12,...,n

Dada uma configura¢do do tabuleiro:

F, se ndo hd uma rainha na linha / e coluna j.

)

T, se hd uma rainha na linha j e coluna j, e
pij =

A valoracdo V correspondente ao exemplo anterior é entdo

Q V(p1)=T Q V(p11)=F
Q Vips2)=T Q V(p2)=F
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Satisfatibilidade: AplicacGes

o |Exemplo 2| (Continuag&o)

Uma questdo central do problema é identificar quando duas casas do
tabuleiro estdo na mesma diagonal.

Note que dizer que duas casas i,/ e /', ' estido na mesma digonal significa
dizer que para ir da casa /,j a casa i’,j precisamos mover o mesmo niimero
de casas na vertical (linhas) e na horizontal (colunas).

Em outras palavras, i,/ e i’,j’ estdo na mesma diagonal se a distancia entre
as linhas e as colunas de /,j e /', j’ for a mesma:

i—i'=j— ou

i~ = (-]
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Satisfatibilidade: AplicacGes

o |Exemplo 2| (Continuag&o)

Agora estamos prontos para verificar as condi¢cdes necessérias para o
problema ter soluc3o:

o Ha pelo menos uma rainha em cada linha:

n n
a: AVe
i=1j=1
Por exemplo, no caso de um tabuleiro 3 x 3, a condi¢do acima equivale a:

Q:(piVp2Vpi3) A
(P21 V P22V p23) A
(P31 V p32 V p33)
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Satisfatibilidade: AplicacGes

o | Exemplo 2| (Continuagio)

Note que, para o problema ter solucdo, as seguintes condi¢des tém que ser
satisfeitas:

e Ha no maximo uma rainha em cada linha:

n n—=1 n

Q> /\ /\ /\ (pij — —pik)

i=1 j=1 k=j+1

Por exemplo, no caso de um tabuleiro 3 x 3, a condi¢do acima equivale a:

Q2 : (P11 = —p12) A (P11 — —p13) A (pr2 — —p13)) A
(P21 = =p2,2) A(p2,1 = —p2,3) A (P22 = —p2,3)) A
(P31 = 2p3,2) A(p31 — —p33) A (P32 — —p3;3))
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Satisfatibilidade: AplicacGes

o | Exemplo 2| (ContinuagZo)

Note que, para o problema ter solucdo, as seguintes condi¢des tém que ser
satisfeitas:

e Ha no maximo uma rainha em cada coluna:

n n—=1 n

Q: AN A (o= pe))

j=1 i=1 k=i+1
Por exemplo, no caso de um tabuleiro 3 x 3, a condi¢do acima equivale a:

Q31 ((p1,1 = 2p2,1) A(pr1 = —p31) A (P21 — —p31)) A
((pr2 = =p2,2) A (P12 = —=p32) A (P22 = —ps32)) A
(P13 = —p2,3) A (P13 = —p33) A (p2,3 = —p3;3))

(Note que Qs e Q1 (toda linha contém pelo menos uma rainha) juntas
implicam que cada coluna contém pelo menos uma rainha.)
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Satisfatibilidade: AplicacGes

o | Exemplo 2| (ContinuagZo)

Note que, para o problema ter solucdo, as seguintes condi¢des tém que ser
satisfeitas:

o Nenhuma diagonal contém duas rainhas:

n n—1min(i—1,n—j)

Q:  AA /\ (Pij = ~Pi—kk+i)

i=2 j=1
n—1n—1min (n—i,n—j)

Qs : /\ /\ /\ (Pij = —Pitkjtk)

i=1 j=1

(Encontrar a expansdo das condi¢des acima para o caso de um tabuleiro 3 x 3
fica como dever de casal)
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