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Algebra Booleana: Introducao

Circuitos operam com entradas e saidas binarias, i.e. com valores 0 e 1.

@ Isto facilita a construcdo de circuitos
e Qualquer dispositivo que diferencie dois estados (ligado/deligado, alta

voltagem/baixa voltagem, etc.)

@ Normalmente nos referimos a cada um dos estados binarios como bits (do
inglés “binary digits"), ou valores Booleanos.

@ Em 1938 Claude Shannon demonstrou que as regras basicas da ldgica,
introduzidas por George Boole em 1854 no seu livro “The Laws of Thought',
podem ser usadas para projetar circuitos.

o Estas regras formam a base da légica Booleana, que é o que vamos estudar
aqui.
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Algebra Booleana: Introducao

@ Nesta parte do curso vamos fazer a conexdo da légica proposicional e dlgebra
Booleana com os circuitos de computagio.

@ Para isto, vamos estudar os fundamentos da algebra Booleana, incluindo:
e Como representar nimeros em base bindria.
o Como representar fungoes Booleanas.
o Como projetar circuitos que implementem fungdes.

e Como minimizar circuitos para obter implementagdes eficientes.
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Representacao de Numeros
em Base Binaria



Representacdo de nimeros em base decimal

@ O nosso sistema numérico é um sistema baseado em poténcias de 10.

o Numeros representados como somas ponderadas de poténcias de 10, usando

digitos decimais 0, 1, 2, ..., 9 como pesos.
@ |Exemplo 1| O nimero decimal 237 pode ser decomposto como:
23710 = 2-10°+3-10'+7-10°

@ N3o ha nada de especial na escolha de poténcias de 10 para decompor
ndmeros.

@ Podemos usar qualquer inteiro positivo como uma base numérica.

Notacdo: np, indica que o nimero n estd representado na base b.
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Representacdo de niimeros em base binaria

@ Podemos representar nimeros naturais em poténcias de 2, por exemplo.

@ Somas ponderadas de poténcias de 2, usando digitos binarios 0, 1 como
pesos.

« [Bampi?

11101101,

214120 41-2540-2%+
2% 41.2240-20 4120
128 +1-64+1-324+0-16+
8+1-4+0-2+1-1

= 2371

[ G T G G 'y
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Convertendo de base binaria para decimal

@ Formalmente, um ndmero bindrio de k bits (b; € {0,1}, para k—1 > i > 0)
ny = bk—l bk_g N b2 b1 b()

pode ser convertido para seu equivalente decimal myq pela férmula

k—1
mio = E b,' <20
i=0
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Convertendo de base binaria para decimal

@ Um método rapido para converter um ndmero bindrio para seu equivalente
decimal é dado no exemplo a seguir.

@ | Exemplo 3| Encontre o decimal equivalente a 110101,.
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Convertendo de base binaria para decimal

@ Um método rapido para converter um ndmero bindrio para seu equivalente
decimal é dado no exemplo a seguir.

@ | Exemplo 3| Encontre o decimal equivalente a 110101,.

Solucdo. O equivalente ao bindrio pedido é o decimal 53, como mostra a
tabela abaixo.

| Posicso i [5]4]3]2][1]0] |
Digito b; 1|11)0|1]0
Equivalente decimal: 2' || 32 |16 |8 |4 |2 |1

| Contribuicio b; -2 [[32[16]0[4]0]1] 53]
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Convertendo de base decimal para binaria

@ No caso geral, processo de conversdo de um decimal myo para seu
equivalente bindrio n, se dd da seguinte forma:

@ Realize a divisdo inteira do nimero decimal mio por 2 repetidas vezes,
guardando o resto r; de cada passo i.

@ Pare quando o resultado da divisdo for 0.

@ Produza como resultado ny a concatenagdo dos restos r; na ordem contréria
em que foram encontrados.
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Convertendo de base decimal para binaria

o |Exemplo 4| Converta 77 de decimal para seu equivalente bindrio.



Convertendo de base decimal para binaria

@ | Exemplo 4| Converta 77 de decimal para seu equivalente binario.

Solucao. Podemos seguir o seguinte processo:

div2 div2 div2 div2
7w —— 38 19 9
resto=1 resto=0 resto=1 resto=1
div2 div2 div2
4 2 1 —— 0
resto=0 resto=0 resto=1

A representacdo bindria é obtida invertendo-se a ordem dos restos
produzidos:
77 = 1001101,.
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Convertendo de base decimal para binaria

@ | Exemplo 5| Converta 237 de decimal para seu equivalente binério.

Solucao. Podemos seguir o seguinte processo:

div2 div2 div2 div2
237 118 59 29
resto=1 resto=0 resto=1 resto=1
div2 div2 div2 div2
14 7 3 1 0
resto=0 resto=1 resto=1 resto=1

A representacdo bindria é obtida invertendo-se a ordem dos restos
produzidos:

237 = 11101101,.
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Somando dois niimeros em base binaria

@ Podemos realizar operag¢des usuais em nlmeros bindrios.
@ Em particular, a adi¢ao binéria é feita de forma analoga a decimal:

o Nos decimais, ao somar o digito 7 com o digito 5, por exemplo, o resultado é
o digito 2, e sobra 1 como excedente para a préxima coluna de digitos.

Isso ocorre sempre que o resultado ultrapassa o maior digito decimal, que é 9.

e Com os binérios, isso ocorre quando o maior digito binario, 1, é ultrapassado.

@ | Exemplo 6 | Compute o valor da soma 11015 + 100,.
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Somando dois niimeros em base binaria

@ Podemos realizar operag¢des usuais em nlmeros bindrios.
@ Em particular, a adi¢ao binéria é feita de forma analoga a decimal:

o Nos decimais, ao somar o digito 7 com o digito 5, por exemplo, o resultado é
o digito 2, e sobra 1 como excedente para a préxima coluna de digitos.

Isso ocorre sempre que o resultado ultrapassa o maior digito decimal, que é 9.

e Com os binérios, isso ocorre quando o maior digito binario, 1, é ultrapassado.

@ | Exemplo 6 | Compute o valor da soma 11015 + 100,.

Solucdo. Realizando a soma abaixo, encontramos o valor 101015.

(1) (1) (excedente, ou “vai um”)
1 1 0 1 (primeira parcela = 131)
+ 1 0 O (segunda parcela = 44g)
1 0 0 0 1 (resultado = 1749)
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Funcoes Booleanas



Funcdes Booleanas: Introducado

@ A dlgebra Booleana fornece as operagdes e as regras para trabalharmos com
o conjunto {0,1}.

@ Em particular, circuitos eletronicos podem ser estudados usando este
conjunto bindrio e as regras da dlgebra Booleana.
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Funcdes Booleanas: Operacdes Booleanas

@ As trés operagdes em algebra Booleana que mais vamos usar sdo:

o O complemento, denotada por uma barra , definido como X = 1 — x:

0=1, e 1=0.

e O produto Booleano, denotado por - ou AND, e definido como
x -y = min(x, y):

0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.

o A soma Booleana, denotada por 4+ ou OR, e definida como
x +y = max(x, y):

0+0=0, O0+41=1, 1+0=1 14+1=1.

e Quando n3o h3 risco de ambiguidade, podemos omitir o simbolo - de produto

Booleano, escrevendo ab no lugar de a- b.
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Funcdes Booleanas: Operacdes Booleanas

@ A ordem de precedéncia de operadores Booleanos é:

@ primeiro avaliam-se complementos;
@ em seguida avaliam-se produtos;

@ por fim avaliam-se somas.

@ | Exemplo 7| Ache o valor de 1-0+ (0 + 1).
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Funcdes Booleanas: Operacdes Booleanas

@ A ordem de precedéncia de operadores Booleanos é:

@ primeiro avaliam-se complementos;
@ em seguida avaliam-se produtos;

@ por fim avaliam-se somas.

@ | Exemplo 7| Ache o valor de 1-0+ (0 + 1).

Solucao.
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Funcdes Booleanas: Correspondéncia com légica
proposicional

@ Existe uma correspondéncia entre a dlgebra Booleana e a légica proposional
no seguinte sentido:

o O complemento  corresponde ao operador de negacdo —.

e A soma Booleana + corresponde ao operador de disjuncdo V.

O produto Booleano - corresponde ao operador de conjuncgdo A.

o O valor 0 corresponde ao valor de verdade F (falso).

o O valor 1 corresponde ao valor de verdade T (verdadeiro).

@ Por este motivo, igualdades em algebra Booleana podem ser traduzidas
imediatamente em equivaléncias proposicionais, e vice-versa.
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Funcdes Booleanas: Correspondéncia com légica
proposicional

@ | Exemplo 8| Converta a igualdade Booleana 1-0+ (0+ 1) =0 na

equivaléncia proposicional correspondente.
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Funcdes Booleanas: Correspondéncia com légica
proposicional

@ | Exemplo 8| Converta a igualdade Booleana 1-0+ (0+ 1) =0 na

equivaléncia proposicional correspondente.

Solugdo. A férmula Booleana 1-0+ (0 + 1) = 0 corresponde a equivaléncia
proposicional

TAFV~(FVT)=F.

° .Exemplo 9| Converta a equivaléncia proposicional (TAT)V-F =T na
igualdade Booleana correspondente.
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Funcdes Booleanas: Correspondéncia com légica
proposicional

@ | Exemplo 8| Converta a igualdade Booleana 1-0+ (0+ 1) =0 na

equivaléncia proposicional correspondente.

Solugdo. A férmula Booleana 1-0+ (0 + 1) = 0 corresponde a equivaléncia
proposicional
TANFVA(FVT)=F.

° .Exemplo 9| Converta a equivaléncia proposicional (TAT)V-F =T na
igualdade Booleana correspondente.

Solucgdo. A equivaléncia proposicional (T A T)V =F = T corresponde a

féormula Booleana
(1-1)+0=1.
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

@ Seja B ={0,1} o conjunto de valores Booleanos.

Ent3o

B" = {(x1,x2,...,%n) | x; € B paral<i<n}

é o conjunto de todas as n-tuplas formadas por Os e 1s.
@ Uma varidvel x que assume um valor em B é chamada de variavel Booleana.

@ Uma funcdo de B” para B é chamada de funcao Booleana de grau n.

e |Exemplo 10| A fungdo Booleana F(x,y) = xy de tipo B> — B é

representada na tabela abaixo.

|

£

S
Il

XY‘
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

@ Fun¢des Booleanas podem ser representadas por expressdes formadas por
varidveis Booleanas e operacdes Booleanas.

@ As expressoes Booleanas sobre as varidveis xi, x2, . . ., X, sdo definidas
recursivamente como:

Q@ 0,1, xi,x,...,x, s3o expressdes Booleanas.
@ Se E; e E; sdo expressdes Booleanas, entdo também s3o expressdes Booleanas:

Q £, Q (B +E), Q (- BE)

o Cada expressdo Booleana representa uma funcdo Booleana.

(Mais para frente vamos ver também a afirmac&o conversa: cada fungéo
Booleana pode ser representada por uma expressio Booleana.)

@ Para calcular o valor da fungdo, basta substituir cada varidvel pelo seu valor
(0 ou 1).
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

o | Exemplo 11| Determine os valores da funcdo Booleana F(x,y,z) = xy + Z.

Solugdo. A tabela abaixo especifica o comportamento da fun¢do desejada.

|

= Ol O~ ol O|N

O | O~ O —| O —||NI

| F(x,y,z2) =xy + 7|

R~ Oolo|o| ol %
== ol ol R ool
—| = o|o|o|o|o|of|X

e ==l =l
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

@ Duas fun¢bes Booleanas F e G de n varidveis s3o iguais se, e somente se:
F(bi, bay...,by) = G(by,ba,...,b,)

para todos os valores by, b, ..., b, € B.

@ Duas expressdes Booleanas que representam a mesma fun¢do sdo chamadas
de equivalentes.

Por exemplo, as trés expressdes abaixo sdo todas equivalentes:

Q xy Q@ xy+0 Q@ xy-1
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

@ Sejam F e G funcgdes Booleanas de grau n. Podemos definir:

o O complemento de F é a funcio F, definida como

F(b1, b2,...,bn) = F(b1,b2,...,bs)

o A soma Booleana de F e G é a fungdo F + G, definida como

(F+ G)(by1, ba, ..., by) = F(by, ba,....bn)+ G(by, b, ..., bn)

e O produto Booleano de F e G é a fungdo F - G, definida como

(F-G)(b1,boy...,bn) = F(b1,b2,...,bn)- G(b1,b2,...,bn)

Algebra Booleana
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

@ Note que uma funcdo Booleana de grau 2 possui

e como dominio: um conjunto de quatro elementos:

{(0,0), (0,1), (1,0), (1,1) } ,

e como contra-dominio: um conjunto de dois elementos:

{0,1} .

@ Portanto, o niimero de funcdes Booleanas distintas de grau 2 é 2* = 16.
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

@ Note que uma funcdo Booleana de grau 2 possui

e como dominio: um conjunto de quatro elementos:

{(0,0), (0,1), (1,0), (1,1) } ,

e como contra-dominio: um conjunto de dois elementos:

{0,1} .

@ Portanto, o niimero de funcdes Booleanas distintas de grau 2 é 2* = 16.

e 2 saidas possiveis pra cada entrada
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

@ | Exemplo 12| Enumere todas as 16 possiveis funcdes Booleanas de grau 2.

Solucao. Todas as possiveis fun¢des Booleanas Fy, Fy, ..., Fi5 de grau 2
estao representadas na tabela baixo.

xyl[f[A[RIB[A[FR]FK]FA]
0|0 011 0 1 0 1 0 1
0100 1 1 0 0 1 1
110010 0 0 1 1 1 1
111010 0 0 0 0 0 0
[ x|y |[Fe|Fo|Fo|Fu|Fo|FRAs|Fa4]Fs]
00|l 01 0 1 0 1 0 1
0|1y 0/0 1 1 0 0 1 1
110,010 0 0 1 1 1 1
171111 1 1 1 1 1 1
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Expressoes Booleanas e Funcdes Booleanas

@ Note que no caso geral, uma funcdo Booleana de grau n possui

e como dominio: um conjunto de 2" elementos,

e como contra-dominio: um conjunto de dois elementos: {0, 1}.

. ~ . .. , n
Portanto, o niimero de funcdes Booleanas distintas de grau n é 22"

@ | Exemplo 13| Nimero de funcdes Booleanas de grau n:

’ Grau = n H Ndmero de funcdes = 22
1 4
16
256
65536
4294967 296
18446744073709551616

||| W|N
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Identidades Booleanas

@ Existem muitas identidades na élgebra Booleana.
Essas identidades sdo Uteis na simplificacdo do projeto de circuitos.

@ |dentidades Booleanas podem ser verificadas usando tabelas de valores.

@ | Exemplo 14| Verifique a identidade Booleana de que x(y + z) = xy + xz.
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Identidades Booleanas

@ Existem muitas identidades na 3lgebra Booleana.

Essas identidades sdo Uteis na simplificacdo do projeto de circuitos.

@ |dentidades Booleanas podem ser verificadas usando tabelas de valores.

@ | Exemplo 14| Verifique a identidade Booleana de que x(y + z) = xy + xz.

Solucao. Podemos verificar a identidade usando a tabela abaixo.

[y + - [OEREN ~ | = [BOal

0

== oo R Rkolollkx

0

=== = ol ol ool X

z
0
1
0
1
0
1
0
1

== Ol

0

Note que esta identi-
dade Booleana corres-
ponde a equivaléncia
l6gica
xA(yVz)=
(xAY)V(xA2z),

que é uma das leis de
distributividade. °



Identidades Booleanas

@ Algumas identidades Booleanas importantes:

Algebra Booleana

[ Nome [ Identidade
Lei da dupla complementacdo X = x
Leis de idempoténcia X+ x=x

X X=X
Leis de identidade x+0=x
x-1=x
i inanci x+1=1
Leis de dominancia oo
Leis de comutatividade Xty=y+x
Xy = yx

Leis de associatividade

x+(y+z)=(x+y)+z
x(yz) = (xy)z

Leis de distributividade

PR ) ey
x(y +2z)=xy +xz

Leis de De Morgan ::);:y X:—;};
Leis de absor¢do X)((XJ:_X}; )::XX
Propriedade da unidade x+x=1
Propriedade do zero x-x=0
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Identidades Booleanas

o E possivel verificar identidades Booleanas usando identidades ja verificadas.

o | Exemplo 15| Verifique a lei de absor¢do x(x + y) = x usando identidades
Booleanas dadas na tabela anterior.
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Identidades Booleanas

o E possivel verificar identidades Booleanas usando identidades ja verificadas.

o | Exemplo 15| Verifique a lei de absor¢do x(x + y) = x usando identidades
Booleanas dadas na tabela anterior.

Solucao.

x(x+y) =
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Identidades Booleanas

o E possivel verificar identidades Booleanas usando identidades ja verificadas.

o | Exemplo 15| Verifique a lei de absor¢do x(x + y) = x usando identidades
Booleanas dadas na tabela anterior.

Solucao.

x(x+y) = (x+0)(x+y) (lei de identidade para a soma)
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Identidades Booleanas

o E possivel verificar identidades Booleanas usando identidades ja verificadas.

o | Exemplo 15| Verifique a lei de absor¢do x(x + y) = x usando identidades
Booleanas dadas na tabela anterior.

Solucao.

x(x+y) =(x+0)(x+y) (lei de identidade para a soma)
=x+(0-y) (distributividade da soma sobre o produto)
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Identidades Booleanas

o E possivel verificar identidades Booleanas usando identidades ja verificadas.

o | Exemplo 15| Verifique a lei de absor¢do x(x + y) = x usando identidades
Booleanas dadas na tabela anterior.

Solucao.
x(x+y) =(x+0)(x+y) (lei de identidade para a soma)
=x+(0-y) (distributividade da soma sobre o produto)
=x+y-0 (comutatividade do produto)
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Identidades Booleanas

o E possivel verificar identidades Booleanas usando identidades ja verificadas.

o | Exemplo 15| Verifique a lei de absor¢do x(x + y) = x usando identidades
Booleanas dadas na tabela anterior.

Solucao.
x(x+y) =(x+0)(x+y) (lei de identidade para a soma)
=x+(0-y) (distributividade da soma sobre o produto)
=x+y-0 (comutatividade do produto)
=x+0 (lei de dominancia para o produto)
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Identidades Booleanas

o E possivel verificar identidades Booleanas usando identidades ja verificadas.

o | Exemplo 15| Verifique a lei de absor¢do x(x + y) = x usando identidades
Booleanas dadas na tabela anterior.

Solucao.
x(x+y) =(x+0)(x+y) (lei de identidade para a soma)
=x+(0-y) (distributividade da soma sobre o produto)
=x+y-0 (comutatividade do produto)
=x+0 (lei de dominancia para o produto)
= x (lei de identidade para a soma)
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Dualidade

@ As identidades da tabela anterior vém em pares (exceto pelas leis da dupla
complementacdo, da unidade, e do zero).

@ Para explicar a relacdo entre as duas identidades em cada par nés usamos o
conceito dualidade.

@ O dual de uma expressdao Booleana é obtido pelo intercdmbio entre:

e somas Booleanas e produtos Booleanos,

o valores 0 e valores 1.

@ | Exemplo 16 | Encontre os duais das expressoes abaixo.

o O dualde x(y +0) é x4+ (y-1).
o Odualdex -1+ (Y +2)é (Xx+0)(yz)
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Dualidade: O principio da dualidade

@ O dual de uma funcao Booleana F representada por uma expressdo
Booleana é a funcdo F9 representada pelo dual desta expressio
correspondente.

A funcdo dual F9 n3o depende da expressio Booleana particular usada para
representar F.

@ Um resultado importante é o principio da dualidade:

“Uma identidade entre funcdes representadas por expressoes Booleanas
permanece valida quando ambos os lados da igualdade sdo substituidos por
seus duais.”

@ O principio da dualidade é particularmente (itil para derivar novas identidades.

@ | Exemplo 17| Construa uma identidade a partir de x(x + y) = x (uma das

leis de absor¢do) usando o principio da dualidade.
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Dualidade: O principio da dualidade

@ O dual de uma funcao Booleana F representada por uma expressdo
Booleana é a funcdo F9 representada pelo dual desta expressio
correspondente.

A funcdo dual F9 n3o depende da expressio Booleana particular usada para
representar F.

@ Um resultado importante é o principio da dualidade:

“Uma identidade entre funcdes representadas por expressoes Booleanas
permanece valida quando ambos os lados da igualdade sdo substituidos por
seus duais.”

@ O principio da dualidade é particularmente (itil para derivar novas identidades.

@ | Exemplo 17| Construa uma identidade a partir de x(x + y) = x (uma das

leis de absor¢do) usando o principio da dualidade.

Solucao. Tomando duais em ambos lados da identidade, chegamos a nova
identidade x + xy = x (que é a outra lei de absor¢do). °
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Definicao abstrata de dlgebra Booleana

@ Note que os resultados que estabelecemos podem ser traduzidos:

e em resultados sobre |6gica proposicional (onde complemento, +, -, 0, 1,
correspondem a, respectivamente, a negagdo, V, A, F, T);

e em resultados sobre teoria de conjuntos (onde complemento, +, -, 0, 1,
correspondem a, respectivamente, a complemento de conjuntos, U, N, 0,
conjunto universo U).

(Verifique vocé mesmo(a) que as identidades Booleanas correspondem as
identidades de conjuntos!)

@ Formalizamos estes principios como uma algebra Booleana abstrata.

@ Ao mostrar que uma estrutura (e.g., légica proposicional, teoria de conjuntos,
etc.) é uma dlgebra Booleana, ent3o os resultados estabelecidos sobre
dlgebras Booleanas em geral podem ser aplicados a esta estrutura particular!
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Definicao abstrata de dlgebra Booleana

@ Uma algebra Booleana é um conjunto B com duas operag¢des bindrias A e

V, elementos 0 e 1, e uma operagdo undria

tais que as seguintes

propriedades sejam validas para todo x, y, e zem B:

Leis de identidade

Leis de complemento :

Leis de associatividade :

Leis de comutatividade :

Leis de distributividade :

Algebra Booleana

{

e
{
{
e

xV0=x
xN1l=x

><\ ><\
I
o =

xVy)Vz=
x/\y z =

xVy=yVx
XNy =yAX

xV(yVz)
xA(yAz)

=(xVy)A(xVz)
=(xAy)V(xAz)
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Representacao de Funcoes
Booleanas



Representaciao de Funcdes Booleanas: Introducao

@ Aqui vamos atacar dois problemas importantes da algebra Booleana:

@ Como encontrar uma expressdo Booleana que represente uma fungdo
pretendida?

@ Veremos como qualquer funcdo Booleana pode ser representada por expressdes
apenas com soma, produto, complemento, varidveis e valores Booleanos.

@ Existe um conjunto menor de operadores que pode ser usado para representar
todas as fun¢des Booleanas?

@ Veremos que todas as fun¢des Booleanas podem ser representadas usando
apenas um operador!

@ Ambos os problemas tém enorme importancia pratica no design de circuitos.
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Forma normal disjuntiva

@ Uma maneira de representar qualquer funcdo Booleana

@ Facilmente computdvel a partir da tabela de valores da fun¢do

@ | Exemplo 18| Encontre uma expressao Booleana para a funcdo F dada na

tabela abaixo.

H RO OO o
HIO RO R OO

I—‘r—\l—‘r—\OOOOH
<]
|
—

OOI—‘OOOOOH
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Forma normal disjuntiva

@ | Exemplo 18| (Continuac3o)

Solucao. Primeiramente, note que para representar a fun¢do F precisamos
de uma expressao Booleana que:

e assumaovalorl quandox=1,y=0,ez=1,¢e

e assuma o valor 0 em caso contrario.

Esta expressdo pode ser formada tomando o produto Booleano de x, v e z,
pois

_ 1, sex=1,y=0ez=1
Xyz = .
0, em caso contrario

Assim, chegamos a conclusdo de que uma expressdo para F é

F=xyz.
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Forma normal disjuntiva

@ | Exemplo 19| Encontre uma expressao Booleana para as a fungcdo G dada na

tabela abaixo.

R ORI ORI OoIro

k==l el N ]

I—ll—ll—ll—lOOOOH
<]
N
—
Ol—‘OOOl—‘OOH
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Forma normal disjuntiva

@ | Exemplo 19| Encontre uma expressao Booleana para as a fungcdo G dada na

tabela abaixo.

<]
<]
N
o

0j0|0| O
0j|0|1( O
0|10} 1
0Oj1|1( 0
1/0(0] 0
110110
17101
171110

Solucdo. Primeiramente, note que para representar a funcdo G precisamos
de uma expressdo Booleana que:

e assuma o valor 1 quando: x =0,y =1ez=0,oux=1,y=1ez=0.

e assuma o valor 0 em caso contrario.
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Forma normal disjuntiva

@ | Exemplo 19| (Continuac3o)

Esta expressdo pode ser formada tomando a soma Booleana de dois produtos
Booleanos, pois

_ l, sex=z=1ley=0
zZ =
0, em caso contrario

_ , sex=z=1ey=0
XyZ = i
0, em caso contrario

Assim, chegamos a conclusdo de que uma expressdo para G é

G =Xyz+ xyz
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Forma normal disjuntiva

o Cada combinac3o de valores das varidveis para as quais a fun¢do tem o valor
1 leva a um produto Booleano das varidveis ou seus complementos.

o Como generalizar?

@ Um literal é uma variavel Booleana ou seu complemento.

@ Um mintermo das varidveis Booleanas xi, x>, ..., x, € um produto Booleano
Y1,Y2,---,Yn €M que para cada i temos y; = x; ou y; = X;.

(Um mintermo é um produto de n literais, com um literal para cada varidvel.)

@ | Exemplo 20| Encontre um mintermo que seja igual a 1se xy =x3 =0¢e

Xo = X4 = x5 = 1.
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Forma normal disjuntiva

o Cada combinac3o de valores das varidveis para as quais a fun¢do tem o valor
1 leva a um produto Booleano das varidveis ou seus complementos.

o Como generalizar?

@ Um literal é uma variavel Booleana ou seu complemento.

@ Um mintermo das varidveis Booleanas x, x», ..., x, € um produto Booleano
Y1,Y2,---,Yn €M que para cada i temos y; = x; ou y; = X;.

(Um mintermo é um produto de n literais, com um literal para cada varidvel.)

@ | Exemplo 20| Encontre um mintermo que seja igual a 1se xy =x3 =0¢e

Xo = X4 = x5 = 1.

Solugdo. O mintermo é X3 xoX3x4Xs. °
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Forma normal disjuntiva

@ Dada uma tabela de valores para uma fun¢do Booleana F de grau n:
@ Tome o mintermo de cada combinacdo de varidveis que fazem F igual a 1.
@ Defina F como a soma Booleana destes mintermos.

Esta soma dos mintermos ¢ a forma normal disjuntiva ou expansao em
soma de produtos da funcdo Booleana.

@ | Exemplo 21| Encontre a forma normal disjuntiva da funcdo Booleana &
(XOR) definida na tabela abaixo.

Algebra Booleana 42 /47



Forma normal disjuntiva

@ Dada uma tabela de valores para uma fun¢do Booleana F de grau n:

@ Tome o mintermo de cada combinacdo de varidveis que fazem F igual a 1.

@ Defina F como a soma Booleana destes mintermos.

Esta soma dos mintermos ¢ a forma normal disjuntiva ou expansao em
soma de produtos da funcdo Booleana.

@ | Exemplo 21| Encontre a forma normal disjuntiva da funcdo Booleana &
(XOR) definida na tabela abaixo.

’ X1 H X \ X1 P X2 ‘ Solugdo. A fungdo x; @ x, assume valor 1 quando:
01 0 0 o x; =0 e xx =1 (mintermo Xix2); ou
0 1 1
110 1 o x1 =1 e xx =0 (mintermo x;%2).
1 1 0 Logo x1 ® xo = X1x2 + X1 X2. °
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Forma normal disjuntiva

@ | Exemplo 22| Encontre a forma normal disjuntiva da fungdo
Flx,y,z) = (x+y)z.



Forma normal disjuntiva
@ | Exemplo 22| Encontre a forma normal disjuntiva da fungdo
F(x,y,2) = (x+y)z.

Solucdo. Vamos resolver esta questdo de duas maneiras.

A primeira maneira é construir a tabela do comportamento de F e derivar
dela a forma normal conjuntiva.

’x\y\z\\x—i—y\?\(x—&-y)z‘
0[0(0 0 1 0
0|01 0 0 0
01110 1 1 1
0111 1 0 0
17010 1 1 1
1/0]1 1 0 0
1111]0 1 1 1
11111 1 0 0
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Forma normal disjuntiva
@ | Exemplo 22| Encontre a forma normal disjuntiva da fungdo
F(x,y,2) = (x+y)z.

Solucdo. Vamos resolver esta questdo de duas maneiras.

A primeira maneira é construir a tabela do comportamento de F e derivar
dela a forma normal conjuntiva.

A funcdo F assume valor 1 quando:

x|y lz][x+y|z[(x+y)Z]

0[0(0 0 1 0 ox=z=0ey=1
0j0]1 0 0 0 (mintermo X y Z); ou
0O(1/0 1 1 1 e x—ley—z=0
0/ 1]1 1 0 0 (mintermo xy Z); ou
1100 1 1 1

1101 1 0 0 e x=y=1ez=0
1(1]0 1 1 1 (mintermo x y Z).
111 1 0 0

Logo F(x,y,z) =Xy Z+XxyZ+xyZ.
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Forma normal disjuntiva

o |Exemplo 22| (Continuag&o)

A segunda maneira é usar identidades Booleanas para expandir o produto que
representa a fungdo F, e depois simplifica-lo.

Algebra Booleana

F(x,y,z) =

(x+y)z

XZ+yz

x1lz+1yz

x(y +7)Z+ (x +%)yz
XYZ+XyZ+xyz+Xxyz
XYZ+XyzZ+Xyz

(Lei da distributividade)
(Lei da identidade)

(Lei da unidade)

(Lei da distributividade)

(Lei de idempoténcia)
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Completude de Operadores

Toda fungdo Booleana pode ser expressa em forma normal disjuntiva
o (Como vocé demonstraria isso?)

Na forma normal disjuntiva utilizamos os operadores Booleanos de:

e complemento e soma + , e e produto - .

@ Logo o conjunto { ,+,-} é funcionalmente completo.

Isto leva a pergunta:

“E possivel encontrar um conjunto menor de operadores que seja
funcionalmente completo?”
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Completude de Operadores

@ Podemos eliminar um dos operadores se ele poder ser expresso por outros.

@ Em particular, podemos eliminar a soma Booleana, notando que:

xX+ty=
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Completude de Operadores

@ Podemos eliminar um dos operadores se ele poder ser expresso por outros.

@ Em particular, podemos eliminar a soma Booleana, notando que:

X

X+y=x+y (Lei da dupla complementa¢&o)
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Completude de Operadores

@ Podemos eliminar um dos operadores se ele poder ser expresso por outros.

@ Em particular, podemos eliminar a soma Booleana, notando que:

(Lei da dupla complementa¢&o)
(De Morgan)

Xty

I
‘><
<l F
<

I
x|

Isso significa que { ,-} também ¢é funcionalmente completo.
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Completude de Operadores

@ Podemos eliminar um dos operadores se ele poder ser expresso por outros.

@ Em particular, podemos eliminar a soma Booleana, notando que:

(Lei da dupla complementa¢&o)
(De Morgan)

Xty

I
‘><
<l F
<

I
x|

Isso significa que { ,-} também ¢é funcionalmente completo.

@ De forma similar, podemos eliminar o produto Booleana, notando que:

Xy =
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Completude de Operadores

@ Podemos eliminar um dos operadores se ele poder ser expresso por outros.

@ Em particular, podemos eliminar a soma Booleana, notando que:

(Lei da dupla complementa¢&o)
(De Morgan)

Xty

ol
X\‘ x
<l F

<

Isso significa que { ,-} também ¢é funcionalmente completo.

@ De forma similar, podemos eliminar o produto Booleana, notando que:

Xy = Xy (Lei da dupla complementag3o)
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Completude de Operadores

@ Podemos eliminar um dos operadores se ele poder ser expresso por outros.

@ Em particular, podemos eliminar a soma Booleana, notando que:

(Lei da dupla complementa¢&o)
(De Morgan)

Xty

I
‘><
<l F
<

I
x|

Isso significa que { ,-} também ¢é funcionalmente completo.

@ De forma similar, podemos eliminar o produto Booleana, notando que:

Xy = Xy (Lei da dupla complementag3o)
=X+y (De Morgan)

Isso significa que { ,+} também é funcionalmente completo.
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Completude de Operadores

@ O operador NAND, denotado por |, é definido como
0j]0=1, 0]1=1, 1/10=1, 1|1=0.

@ O conjunto {|} é funcionalmente completo pois { , -} também o é e NAND
pode representar complemento e produtos Booleanos.

o Primeiro, note que e Segundo, note que xy = (x | y) | (x | y), como
X = x | x, como mos- mostra a tabela abaixo.

tra a tabela abaixo.

[x Ty [ x 1y TG
00 1

01 1

0] 1[0 1

1] 11 0




