Algoritmos Recursivos



Algoritmo recursivos: Introducao

Recursdo

As vezes podemos reduzir a solu¢do de um problema com um conjunto
particular de valores de entrada para a solugdo do mesmo problema com
valores de entrada menores.

Quando tal reducdo pode ser feita, a solugdo para o problema original pode
ser encontrada via uma sequéncia de reducdes, até que o problema tenha sido
reduzido a algum caso inicial para o qual a solugdo é conhecida.

Veremos que algoritmos que reduzem sucessivamente um problema ao
mesmo problema entradas menores sdo usadas para resolver uma grande
variedade de problemas.

Tais algoritmos sdo chamados de recursivos.

Um algoritmo recursivo é um algoritmo que resolve um problema reduzindo
este problema a uma instadncia do mesmo problema com entradas menores.

A seguir vamos ver varios exemplos de algoritmos recursivos.
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 18| Dé um algoritmo recursivo para computar n!, onde n é um

nldmero inteiro nao-negativo.

Solucao. Para construir um algoritmo recursivo que encontre n!, onde n é
um inteiro n3o-negativo, podemos nos basear na definicdo recursiva de n!:

n-(n—1)1, sen>0
1, sen=20

nl =

Esta definicdo diz que para encontrar n! para um inteiro particular n,
podemos usar a etapa recursiva repetidamente vezes, em cada vez
substituindo um valor da func¢3do fatorial pelo valor da fung¢3o fatorial no
préximo inteiro menor.

Fazemos isso até atingir o passo base, em que o inteiro a ser computado € 0,
e podemos inserir o valor conhecido de 0! = 1.
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 18| (Continuac3o)

Um pseudo-cédigo para um algoritmo recursivo para a fungdo fatorial é o
seguinte.

procedure factorial(n: nonnegative integer)
if n = 0 then return 1

else return n - factorial(n — 1)

{output is n!}

Exemplo de execu¢ao do algoritmo para o valor de entrada n = 4:

Funcao \ Chamada recursiva \ Valor de retorno
factorial(4) 4. factorial(3) 24
factorial(3) 3. factorial(2) 6
factorial(2) 2 -factorial(1) 2
factorial(1) 1. factorial(0) 1
factorial(0) —_— 1

Recursdo 43 / 56



Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 19| Dé um algoritmo recursivo para calcular a”, onde a é um
nimero real diferente de zero e n é um inteiro ndo-negativo.

Solucao. Para construir um algoritmo recursivo que encontre a”, onde a é
um real diferente de zero e n é um inteiro ndo-negativo, podemos nos basear
na definicdo recursiva de a":

a-a"1l, sen>0
1

an =
sen=0

)
Esta definicdo diz que para encontrar 3" para valores particulares de a e n,
podemos usar a etapa recursiva repetidamente vezes, em cada vez
substituindo um valor da funcdo de exponenciagdo pelo valor da fungdo de
exponenciagdo com um expoente sendo o préximo inteiro menor.

Fazemos isso até atingir o passo base, em que o valor a ser computado é a°,

e podemos inserir o valor conhecido de a° = 1.
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 19| (Continuac3o)

Um pseudo-cédigo para um algoritmo recursivo para a funcao de
exponenciagdo é o seguinte.

procedure power(a: nonzero real number, n: nonnegative integer)

if n = O then return 1
else return a - power(a, n — 1)

{output is a"}

Exemplo de execu¢do do algoritmo para o valor de entrada a = 2, n = 4:

| Fungdo | Chamada recursiva | Valor de retorno
power (2,4) 2 - power(2,3) 16
power(2,3) 2 - power(2,2) 8
power (2,2) 2 - power(2,1) 4
power(2,1) 2 - power(2,0) 2
power (2,0) —_ 1
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 20 | Dada uma sequéncia L = a3, as, ..., a, de elementos e um

elemento arbitrdrio x, uma pesquisa linear do elemento x em L retorna:
@ o menor valor de i tal que a; = x, caso o valor x esteja presente na lista L; ou

e o valor 0, caso o valor x ndo esteja na lista L.

Expresse a pesquisa linear como um algoritmo recursivo.

Solugdo. Vamos chamar de search(i,j, x) o procedimento que procura a
primeira ocorréncia de x na sub-sequéncia aj, aj11,...,a; de L iniciada em a;
e terminada em a;.

A entrada para o algoritmo recursivo da pesquisa linear consiste na tripla
(1, n, x), pois queremos que o elemento x seja procurado na lista L toda, ou
seja, entre a1 € a,.
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Exemplos de algoritmos recursivos

o | Exemplo 20| (Continuag&o)

O algoritmo funciona assim:

@ Se o primeiro termo da sub-sequéncia a ser pesquisada for o préprio x, o
algoritmo retorna o indice i deste termo.

@ Se a sub-sequéncia a ser pesquisada sé tem um elemento e este elemento n3o
é x, o algoritmo retorna 0.

@ Se o primeiro termo da sub-sequéncia a ser pesquisada n3o é x, mas a
sub-sequéncia tem termos adicionais, o mesmo algoritmo é repetido na
sub-sequéncia obtida retirando-se o primeiro termo da sub-sequéncia atual.
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ |Exemplo 20| (Continuag&o)

Um pseudo-cédigo para um algoritmo recursivo para a fun¢io de pesquisa
linear é o seguinte.

procedure search(i, j, x: integers, 1 <i <j< n)
if a; = x then
return {
else if i = j then
return 0
else
return search(i + 1, j, x)
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 20| (Continuag3o)

Exemplo de execu¢ao do algoritmo de pesquisa linear para os valores de

entrada
i=1, Jj =25, x =17,
na lista
=3, a=12, a3=20, a, =17, as=5:
Funcao \ Chamada recursiva \ Valor de retorno
search(1,5,17) search(2,5,17) 4

search(2,5,17) search(3,5,17) 4
search(3,5,17) search(4,5,17) 4
search(4,5,17) |  -————- 4

Recursdo
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ |Exemplo 20| (Continuag&o)

Exemplo de execu¢do do algoritmo de pesquisa linear para os valores de

entrada
i=1, j=25, x =10,
na lista
aa=3, a=12, a3=20, as=17, a5=5:
] Funcio | Chamada recursiva | Valor de retorno
search(1,5,10) search(2,5,10) 0

search(2,5,10) search(3,5,10)
search(3,5,10) search(4,5,10)
search(4,5,10) search(5,5,10)
search(5,5,10) —

ol oo o
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Exemplos de algoritmos recursivos

o | Exemplo 21| Dada uma sequéncia L = a1, a,,...,a, de de

inteiros positivos em ordem crescente e um elemento arbitrario x, uma
pesquisa binaria do elemento x em L funciona assim:

@ Compare o elemento x a ser pesquisado com o termo do meio da sequéncia,
ou seja, 0 termo a|(nr1)2)-

@ Se x for igual a este termo, retorne a localizacdo deste termo no sequéncia.

@ Caso contrério:

@ faca uma nova pesquisa bindria na primeira metade da sequéncia original se x
for menor que o termo do meio; ou

@ faca uma nova pesquisa bindria na segunda metade da sequéncia original se x
for maior que o termo do meio; ou

@ retorne 0 se nio hd mais elementos a serem pesquisados.

Expresse a pesquisa bindria como um algoritmo recursivo.
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Exemplos de algoritmos recursivos

o |Exemplo 21| (Continuag&o)

Solucao. Um pseudo-cédigo para um algoritmo recursivo para a funcdo de
pesquisa bindria é o seguinte.

procedure binary search(i, j, x: integers, 1 <i <j < n)
m= (i +))/2]
if x = a,, then
return m
else if (x < a,, and i < m) then
return binary search(i,m — 1, x)
else if (x > a,, and j > m) then
return binary search(m + 1, j, x)
else return 0

{output is location of x in ay, a,, ..., a,, if it appears; otherwise it is 0}
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ |Exemplo 21| (Continuag&o)

Exemplo de execu¢do do algoritmo de pesquisa bindria para os valores de
entrada

na lista ordenada

dp = ]., dy = 57 a3z — 8, dg = 107 ds — 12, de — ].57
ay = 17, dg — 20, dg — 23, dio = 25, dil = 28, dip = 30 :

| Funcio | Chamada recursiva | Valor de retorno |
bin_search(1,12,20) | bin_search(7,12,20) 8
bin_search(7,12,20) | bin_search(7,8,20) 8
bin_search(7,8,20) bin_search(8,8,20) 8
bin_search(8,8,20) —_— 8
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ |Exemplo 21| (Continuag&o)

Exemplo de execu¢ao do algoritmo de pesquisa bindria para os valores de
entrada

na lista ordenada

aa=1 a=5 a3=8a=10, a5s=12, ag =15,
ay = 17, dg — 20, dg — 23, dio = 25, dil = 28, dip = 30 :

| Funcido | Chamada recursiva | Valor de retorno |
bin_search(1,12,7) | bin_search(1,5,7) 0
bin_search(1,5,7) bin_search(1,2,7) 0
bin_search(1,2,7) bin_search(2,2,7) 0
bin_search(2,2,7) —_— 0
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Demonstrando a correcao de algoritmos recursivos

@ Podemos usar a indugdo matemdtica para demonstre a correcido de
algoritmos recursivos.

@ | Exemplo 22| Demonstre que o algoritmo recursivo que provemos em um

exemplo anterior para calcular a exponenciagao de um nimero real com
expoente inteiro ndo-negativo estd correto.

Solucdo. Vamos usar indugdo matematica no expoente n.

Passo base: Se n = 0 nosso algoritmo recursivo nos diz que
power(a,0) = 1, o que estd correto porque a° = 1 para
qualquer nimero real a.
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Demonstrando a correcao de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 22| (Continuag3o)

Recursdo

Passo indutivo: A hipdtese de indugdo é que o algoritmo recursivo computa o

valor correto da poténcia para um inteiro arbitrério, ou seja,
que power(a, k) = a¥ para qualquer valor real a # 0 e um
inteiro nao-negativo arbitrario k.

Temos que mostrar que se a hipdtese de inducdo é verdadeira,
entdo o algoritmo computa a resposta correta para k + 1, ou
seja, teremos power(a, k + 1) = ak*1.

Note que como k é um inteiro positivo, o algoritmo faz
power(a, k + 1) = a- power(a, k).

Como pela hipétese de indugdo temos power(a, k) = a,
concluimos que power(a, k +1) = a- ak = ak*1, e o algoritmo

também esta correto para k + 1.
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